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Предлагаемое пособие посвящено дискретной математике.


Прикладная математика опирается на чистую математику.

Само собой разумеется, что нужные сведения учащиеся получили из курса математического анализа; верно и обратное - курс математического анализа, оставаясь чисто математическим, ориентирован на прикладные задачи, которые придется решать учащимся. Однако в дискретной математике обе эти 

традиции еще не установились. Прикладные книги обычно начинаются с “азов”, объясняя, что такое дизъюнкция и цикл в графе, а курсы чистой дискретной математики, хотя и существуют в виде учебных программ и циклов лекций, почти

не реализованы в литературе. В данной разработке содержатся некоторые основные разделы “невероятностей” дискретной математики.

            При утилитарном подходе к математике знание доказательств  ничего не добавляет к знанию результата: важно знать, “что” и  “зачем”, но очень редко – “как” и “почему”. Такой подход тем не менее может оправдать себя в областях с давно установившимися моделями объектов и процессов. Однако в задачах управления все чаще главной научной проблемой становится не работа с существующими моделями, а создание новых моделей: вчера это было сетевое планирование и логика цифровых  схем, сегодня – это применение формальных грамматик в языках программирования, завтра это будет размытая логика и т.д. В такой ситуации математика нужна уже не как метод расчета а как метод мышления, как язык, как средство формулирования и организации понятий Такое владение математикой требует существенно большей культуры: понимания важности точных формулировок и умения обходиться без них там, где они мешают пониманию существа дела; чувства нетривиальности – умения понять, что просто, что сложно, а

 что невозможно, ощущение связи  между, казалось бы, далекими идеями и понятиями.                      

             В настоящее время методы дискретной математики находят широкое применение в самых разнообразных областях науки и техники. Дискретность рассматривается как антоним непрерывности, т.е. дискретная математика использует аппарат, отличный от дифференциального и интегрального исчисления.

             Данное пособие ориентировано на введение основных понятий, таких как множества, эквивалентность, логические операции, булевы функции и т.п.

             Первая глава знакомит с теорией множеств и алгебраическими структурами – множествами, наделенными различными свойствами. Вторая глава рассказывает о соответствиях, отношениях и функциях.   Третья и четвертая главы посвящены алгебре логики и булевой алгебре. Далее рассматриваются такие разделы как полнота и замкнутость, предикаты, теория шифрования, комбинаторика объектов, теория графов и автоматов.

 При рассмотрении глав приводятся примеры и их решение. Заканчиваются параграфы вопросами и заданием, которые помогут вам подготовиться к контрольным работам и экзамену.

Ниже приведены названия тем и вопросы разделов, которые студент должен знать и уметь выполнять.

 Желаю успеха при освоении этого предмета!   

Множества.

        Тема: Множества и операции над ними.

           Основные вопросы:
1. Множества и подмножества.

2. Способы задания множеств.

3. Операции над множествами.

4. Грани числового множества.

  1 Множества и подмножества
 Множества - состоят из  элементов,  которые определены между собой какими-то общими понятиями или свойствами. 

     а Є М – элемент   а  принадлежит множеству М.

     а Є М -- элемент    а   не принадлежит множеству М.

Пример: 

М1 – множество натуральных чисел.

N0 - множество натуральных чисел cодержащее  нуль.

М2 - множество натуральных чисел не превышающих 100.

М3 – множества всех решений уравнения sin(x)=1.

М4 – множество всех чисел вида  
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М5 – множества всех действительных чисел (R).
M6 – группа 231.

М7 – множество всех групп входящих в ТАТК  ГА.

     Определение: Множество А называется подмножеством множества В, если всякий элемент множества А является элементом множества В.

        А
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 В множество А включается во множество В.
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  – знак нестрогого включения.

При этом говорят, что множество В содержит или покрывает  множество А.

Множества А и В равны, если их элементы совпадают, т.е.  А 
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 В  и   В
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 А  это утверждение доказывается в обе стороны.

Пример:

 М3=М4 .   Чтобы доказать это равенство нужно это утверждение доказать в «обе стороны »:

        1)Всякое решение  уравнения sin(x)=1 имеет вид π/2 ± 2k*π  т.е. М3 
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М4
        2)Всякое число вида π/2 ±2k*π является решением уравнения sin(x)=1 т.е. М4 
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Определение: Если множество А 
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 В  и  А ≠ В,   то множество А называется строгим собственным или истинным  подмножеством множества В.
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 - строгое включение.

Заметим, что в случае множества множеств, возникает опасность смещения знаков 
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 и 
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М6 
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 М7 – верно, а М6 
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М7 – неверно, так как здесь рассматриваются множества различной природы.

 Множества могут быть конечными и бесконечными.

Определение: Число элементов в конечном множестве называется мощностью. 

 обозначается |М6|=28,  А={ a,s,d,f,g,h,y }  |A| = 7.
2 Способы задания множеств.
а) Перечисления.

б) Порождающая процедура.

в) Описание характеристических свойств, которыми должна обладать система.

а) Перечислением можно задать конечные множества.

А={a,b,c,d}
б) Порождающая процедура  описывает способ получения элементов множества из уже полученных элементов либо из других объектов. 

Элементами множества считаются все объекты, которые могут быть построены с помощью такой процедуры.

Пример: 

1) М4 – исходными объектами для построения являются натуральные числа, а порождающей процедурой будут вычисления описанные формулой π/2 ± 2k*π.

2) Создать множество Мπ

Пусть имеется процедура вычисления цифр разложения числа π в бесконечную десятичную дробь π =3.1415926536…

. По мере вычисления будем образовывать из последовательно стоящих цифр 3-х, 4-х и 2-х  разрядные числа. Мπ ={314, 159, 265} – 3-х разрядные.

                               Мπ ={3141, 5926} – 4-х разрядные. 

                         Мπ ={31, 41, 59, 26, 53} – 2-х разрядные.

Повторяющиеся элементы не вписывать.

в) Задания множеств описанием свойств его элементов.

Таким образом, у нас заданы множества М2, М3, М5.  М4 можно интерпретировать как описание свойства его элементов, заключающиеся в возможности представления их в виде π/2 ± 2k*π.

 В случае, когда свойства элементов множества М может быть описаны кратким выражением  Р(х) – можно сказать, что  «х обладает свойствами Р».

М={х |  х = Р(х)}

М4={х| х=π/2 ± 2k*π, где k 
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3 Операции над множествами.

I) Операция объединение
      Определение: Объединением множеств А и В называется  множество, состоящее из всех тех          элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств  А или В.

                                      А 
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 В = { x | x
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 А или x
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 B } 

В общем случае используется обозначение: A 
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 S, где S – совокупность множеств.

Пример: А={a, b, c, d, e}

               В= b, c, h, g}                       A
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  B = {a, b, c, d, e, h, g}

               B'={h, g}                             A 
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 B'= {a, b, c, d, e, h, g}

  II) Пересечение множеств.

Определение: Пересечением множеств А и В называется множество, состоящие из тех и только тех элементов, которые принадлежат и А и В.

                       А 
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 В = {x | x 
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 A и x 
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 B}

Пример: А={ a, b, c, d, e};

                      В={ b, c, d, h, g};        A
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 B = {b, c}

                     A={a, b}; B={b, c}; C={a, c};              A
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C = { }= Ø,  где Ø – пустое множество. 

Определение: Система множеств, в которых все попарные  пересечения множеств пусты, называют разбиением множества U всех элементов этих множеств, а множества такой системы называют классами или блоками разбиения. Всякий элемент множества U входит в один и только один класс разбиения. U считается универсальным множеством.

     III)  Разность множеств.  

Определение: Разностью множеств А и В называется множество всех тех и только тех элементов множества А, которые не содержатся во множестве В.

                         А\ В= {x | x
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A,   x
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B}.

Свойства разности:       

Свойство1: Разность строго двухместна.

Свойство2: Разность некоммутативна, то есть  А\ В ≠ В\ А.

              А={a,b,d}  B={b,d,e,h}

              A\B= {a} 

              B\A= {e, h}   так как элементы вычитаемого множества не участвуют.

А\{a} – из множества А вычитают элемент а.

        IV) Дополнение множества       

Если все рассматриваемые множества являются подмножеством некоторого универсального множества U то может быть определена операция дополнения.

Определение: Дополнением множества А называют множество всех элементов, не принадлежащих множеству А, но принадлежащих множеству U.

                                                        
[image: image31.wmf]А

= { x | x 
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U,  x
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                                                         _

                                                         A   = U\ А.

4 Грани числового множества.

        Множество А называется ограниченным сверху (снизу), если существует такой элемент k, что для всех элементов, принадлежащих множеству А выполнялись следующие неравенства: 
                                  Х ≤ k (Х ≥ k). 

Множество А называется ограниченным, если оно ограничено и сверху и снизу.
Определение:  Наименьшую из верхних граней множества А называют точной верхней гранью этого множества и обозначают sup A.
Определение:  Наибольшую из нижних граней множества А называют точной нижней гранью этого множества и обозначают inf A.
  infA ≤ x ≤ supA  .

 Примеры решения задач.

Задача1:

A=(a, b)={ x | a<x<b }

   Inf A= a, a 
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 A

   Sup A=b, b
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 A

Задача2:

 A=[a, b]={ x | a ≤x ≤b }

   Inf A=a , a 
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 A

   Sup A=b,  b
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Задача3:

A = ( -
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: a)   B = (a: +
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A 
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 B = R\{a}

A = (-
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: a) = { x | -
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< x <a }

Sup A= a, a  
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 A

B = (a: +
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) = {x | a < x < +
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Inf B= a , a 
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Векторы и прямые произведения

Основные вопросы:

1. Векторы.

2. Алфавит.

3. Проекции.

1). Векторы.

 Определение: Вектор – упорядоченный набор элементов. Элементы, образующие вектор называются – координатами или компонентами.

Координаты нумеруются слева направо. Число координат называется длинной или размерностью вектора. В отличие от элементов множества М, координаты вектора могут совпадать. Вектор заключаются в  скобки, а координаты разделяются запятой: (1,1,3,4).

                                                                                                 
 3(упорядоченная тройка).

Два вектора равны если их длины совпадают и соответственные координаты их равны (а1,а2,…,аm) и (b1,b2,…,bn) – равны, если m=n и a1=b1, a2=b2, am=bn
Определение: Прямым произведением множества А и В называется множество всех пар координат (a, b) таких, что, а
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 А, b
[image: image48.wmf]Î

 B, если А=В, то А*В=А².               А*В – умножение. 

Аналогично, прямым произведением множества А1,..,Аn называется множество всех векторов (а1,..,аn) длинны n таких, что а1
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 А1, а2 
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 А2 ,…, an 
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 Аn.       А1*А2*…*Аn=Аn.

Пример 1: 

R*R=R² --  это множество точек в плоскости, точнее пар вида: (а, b), где 

a,b
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 R,  которые является координатами точек в плоскости – это исторически первый пример прямого произведения, предложенный франц. математиком и философом Декартом.

Пример 2:

А={a,b,c,d,e,f,g,h}  

B={1,2,3…8}

А*В={a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,b1,b2,b3,b4,…,h8} – 64 элемента.

Пример 3:
Дана матрица размерностью 3*4 :

                  a11  a12  a13  a14
                  a21  a22  a23  a24         

                  a31  a32  a33  a34
аіј  
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 R
     R4 - вектор длинны четыре.

Сама матрица рассматривается как набор строк (R4)³ ≠ R¹² так как нарушается структура матрицы. Приведенный пример показывает, что компонентами векторов могут быть также векторами.

2). Алфавит.
Пусть множество А конечное множество элементов, которыми являются символы. Такие множества называются – алфавитными.  

 Элементы множества Аⁿ называются словами длинны n в алфавите А. Множество всех слов в алфавите запишется: А*=
[image: image54.wmf]È

Аi=А¹x А² x А³ x … при написании слов, которые по определению являются векторами не принято пользоваться ни запятыми, ни скобками как разделителями, так как они могут оказаться символами самого алфавита. Поэтому слово в алфавите А это просто конечная последовательность символов алфавита А.

Теорема:
 Пусть А1 ,А2,А3, … , Аn  конечные множества. 

Мощность множества |А1|=m1, |A2|=m2, … ,|An|= mn, тогда мощность прямого произведения А1*А2*, … , Аn = |А1*А2* … *Аn|= m1*m2*… *mn.

3). Проекция
Проекцией вектора v на i-ю ось называется его i-я компонента (пр. iv). 

Проекцией вектора v=(а1,а2, …,аn) на оси с номерами i1, …, ik называется 
вектор (ai1, ai2, …, aik).     Пр.i1, …, ikv.

  Пусть V - множество векторов одинаковой длины, тогда проекцией множества V на i-ю ось называется множество проекций всех векторов из множества V на i-ю ось.                пр.V = {пр.iv| v
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V}

Аналогично определяется проекция множества V на несколько осей: 
 пр.i1, …, ikV = {пр.i1, …, ikv| v
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[image: image57.wmf]Примеры:

1) Дана точка с координатами (1;1)

Проекция точки на ОХ – абсцисса – значение Х.

Проекция точки на ОY – ордината – значение Y.

2) V={(a, b, d);(c, b, d);(d, b, b)}

пр.1 V = {a, c, d};
пр.2 V = {b};

пр.1,3 V = {(a, d)(c, d)(d, b)}.

Соответствия и функции.

 1). Соответствия.

 2). Взаимнооднозначные соответствия и мощности множеств.

 3). Отображения и функции.

 4). Способы задания функций.

1). Соответствия.

 Определение: Соответствием между множествами А и В называется подмножество 

                           G 
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 А*В.

Если (a,b) 
[image: image59.wmf]Î

 G, то говорят, что элемент b соответствует элементу a при соответствии G. 

            Множество первых проекций (пр.1G) называется областью определения соответствия.  

            Множество вторых проекций (пр.2G) называется областью значений соответствия.  

Если пр.1G = А, то соответствие называется всюду определенным или полностью определенным.
Если пр.2G = В, то соответствие называется сюръективным.
Множество всех элементов b
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 В, соответствующих a
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A называется образом элемента а в множестве В при соответствии G.          

Множество всех элементов, а которым соответствует элемент b называют прообразом элемента b в множестве A при соответствии G.

           Если  С
[image: image62.wmf]Í

G, то образом множества С называется объединение образов всех элементов множества С. Аналогично определяется прообраз множества D.

Определение: Соответствие G называется функциональным или однозначным, если образом любого элемента из пр.1G является единственный элемент из пр.2G. Соответствие G между множествами А и В называется – взаимно одназначным, если оно функционально сюръективно  взаимно однозначно и кроме того, прообразом любого элемента из пр.1G является единственный элемент из пр.2G.

Пример:

                                                                                         Дан круг R=1 , центр находится в точке (3,2),

4             В                                                                       т.е. дано множество пар действительных чи-    

3                                                                                       сел (x,y) удовлетворяющих соотношению

2     А             С                                                               (x-3)2 +(y-2)2 <=1 и задающих соответствие  

1                                                                                       между осью абцисс и ординат R и R.


0   1   2   3   4

 Решение:                                                             

      Образом числа 4 при этом соответствии является единственное число 2, образом числа 3 является отрезок [1,3] оси ординат; этот же отрезок [1,3] является образом отрезка [2,4] оси 

абцисс, который, в свою очередь, служит прообразом числа 2. Данное соответствие не является функциональным. Примером функционального соответствия между действительными числами на том же рисунке служит дуга АВС               






2). Взаимно однозначные соответствия и мощности множеств.

Если между конечными множествами А и В существует взаимно однозначное соответствия, то мощности множеств равны: (А(=(В(. Действительно если это не так, то либо (А(>(В( и тогда, поскольку отображение  всюду определено, в множестве А найдутся 2 элемента которым соответствует один и тот же элемент множества В – нарушается единственность образов.

 (А(<(В( и тогда, поскольку соответствие сюрьективно, в множестве В найдутся 2 элемента которым соответствует один и тот же элемент множества А – нарушается единственность прообраза.

Этот факт позволяет:
1). Установить равенство мощностей 2-х множеств, не вычисляя их мощностей.

2). Дает возможность вычислить мощность множества, установив его взаимооднозначное соответствие с множеством, мощность которого известна или легко вычисляется.

Теорема 2: Если для конечного множества |А|=n, то число всех подмножеств А равно 2n  т.е. 2|A| Занумеруем элементы множества А от 1 до n. А = {a,a,a,.…,a} и рассмотрим множество В двоичных векторов из нулей и единиц длинны n. Каждому подмножеству А*
[image: image63.wmf]Í

А, подставим в соответствие v=(v1v2,…,vn) 
[image: image64.wmf]Î

 Вn.   

vi={0,если ai
[image: image65.wmf]Ï

A*

         1, если ai
[image: image66.wmf]Î

A*

А={a,b,c,d,e}

А*={a,c,d}

v=(1,0,1,1,0) 

Пустому подмножеству любого множества А соответствует вектор из одних нулей. Самому множеству А соответствует вектор состоящий из одних единиц. Установленное соответствие между множеством всех подмножеств множества А и двоичными векторами длинны n является взаимооднозначным и число подмножеств множества А равно  |Вn| и в силу следствия теоремы 1 |Вn| = 2ⁿ. Множества равномощны, если между их элементами можно установить взаимооднозначное соответствие. Множества равномощные натуральному множеству N называются – счетными. Любое бесконечное подмножество N-счетно.

Пусть N′
[image: image67.wmf]Ì

N
Выберем наименьший элемент и обозначим его n1 и т.д. Поскольку для всякого натурального числа имеется лишь конечное множество меньших натуральных чисел, то любой элемент из множества  N′ получит свой номер. Эта нумерация т.е. соответствие элементов n¡ своему порядковому номеру ¡ есть взаимооднозначное соответствие между множествами  N′ и N. Объединение конечного числа счетных множеств М1,М2,…,Мn – счетно

Множество всех действительных чисел [0;1]- несчетно (теорема Кантора). Его мощность называется – континуум. Множество такой мощности называется – континуальным. Множество всех подмножеств счетного множества – континуально. Не существует множества максимальной мощности, так как для множества любой мощности множество его подмножеств имеет более высокую мощность.   

А={a,b,c,d,e}                   |A|=5
B={a,c,d}                         |B|=3
C={b,d,e,h}                      |C|=4

3). Отображения и функции.
 Определение: Функцией называется функциональное соответствие. Если функция f устанавливает соответствие между А и В, то говорят что функция f имеет тип f : А
[image: image68.wmf]®

В.

 Каждому элементу А из всей области определения f  ставит в соответствие единственный элемент В из области значений f(a)=b. Элемент а называют аргументом функции, b – значением функции на аргументе а. Полностью определенная функция f : A
[image: image69.wmf]®

B – называют отображением множества А и В. Образ множества А при отображении функции f обозначается f(A). Если соответствие функции f при этом сюръективно, то каждый элемент множества В имеет прообраз в множестве А, то есть имеет  место отображение множества А на множество В (сюръективное отображение).

 Если соответствие f(A) состоит из единичных элементов, то функция f называется функцией константой. 

Отображение типа А
[image: image70.wmf]®

А называется преобразованием множества А. 

Функции f и g равны, если их область определения одно и тоже множество А, и для любого а
[image: image71.wmf]Î

А   f(a)=g(a).

Определение: Функция типа А1 *А2 *А3  *…*Аn
[image: image72.wmf]®

В называется – n-местной функцией. 

В этом случае принято считать, что функция имеет n аргументов. Поэтому f(a1,a2.,…,an)=b,

 где а1 
[image: image73.wmf]Î

 А1, а2 
[image: image74.wmf]Î

 А2 ,…, аn 
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 Аn, b
[image: image76.wmf]Î

B. Сложение, вычитание, умножение и деление являются двухместными функциями на множестве действительных чисел R, то есть R2
[image: image77.wmf]®

R .

Пусть дано соответствие G
[image: image78.wmf]Í

А*В. Если соответствие H 
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В*А  является таковым, что элементы (b,a)
[image: image80.wmf]Î

H тогда и только тогда когда (a,b) 
[image: image81.wmf]Î

 G, то соответствие H является обратным к соответствию G и обозначается G-1. 

Если соответствие обратное к f :А
[image: image82.wmf]®

В является функциональным, то оно будет функцией обратной к функции f и обозначится f-1     . Так как в обратном соответствии образы и прообразы меняются местами, то для существования функции обратной к f : А
[image: image83.wmf]®

В требуется, чтобы каждый элемент b из области значений f имел единственный прообраз. Это означает, что для функции f:А
[image: image84.wmf]®

В обратная функция существует тогда и только тогда, когда f является взаимноодназначным соответствием между своей областью определения и областью значений. 

Пусть даны функции f :А
[image: image85.wmf]®

В и g :B
[image: image86.wmf]®

C. 

Определение: Функция  h:А
[image: image87.wmf]®

C называется композицией функций f и g ((fоg)-композиция), если имеет место равенство h(x)=g(f(x)), где x 
[image: image88.wmf]Î

А. fоg представляет собой последовательное применение функций f и g, то есть функция g применяется к результату f. Значит функция h получена подстановкой функции f в функцию g. Для многоместных ф-й:  f :Аm
[image: image89.wmf]®

В  

                                                                     g :Bn
[image: image90.wmf]®

C

Возможны различные варианты подстановки функций, которые дают функции различных типов.

Пример: m=3, n=4.

h1=g(x1,f(y1, y2, y3)x3, x4) –данная функция имеет 6 аргументов и тип   B*A3 *B2
[image: image91.wmf]®

C
h2=g(f(y1 ,y2 ,y3)f(z1 ,z2 ,z3 )x3 ,x4) – функция имеет 8 аргументов и тип A6 * B2 
[image: image92.wmf]®

C
Общий интерес представляет случай когда задано множество функций типа

 f1:Аm1
[image: image93.wmf]®

А1 … fn:Аmn
[image: image94.wmf]®

A, в этом случае возможна подстановка:

1).любые подстановки функций друг в друга.

2).любые переименования аргументов.

 Определение: Функция, полученная из функций f1 …fn некоторой подстановкой их друг в друга и переименованием аргумента, называется – суперпозицией функций f1 …fn.

       Определение: Выражение, описывающее эту суперпозицию и содержащее функциональные знаки и символы, называют – формулой. 

4). Способы задания функций.

1). Таблицы, то есть конечные списки пар (x;f(x)).

2). Формула – описывающая функцию, как суперпозицию других (исходных) функций.

3). Описание функции, которая не содержит способ вычисления функции, хотя сомнений в том, что функция однозначно задана, не возникает.

 Таблицами могут быть заданы только функции определенные на конечных множествах. Таблицы функций, определенных на бесконечных множествах, задают эти функции только в конечном числе точек. Для вычисления значений (приближенных) функций в промежуточных точках служит правило – интерполяции. 

Если способ вычисления исходных функций известен, то формула задает процедуру вычисления данной функции как некоторую последовательность вычислений исходных функций. Вычисления функции по таблицам, формулам, графикам является частным видом вычислительных процедур.     

Отношения.

Основные вопросы:

1. Отношения  а) одноместные отношения.

                             б) сужение отношений.

                                    в) обратные отношения.  

2. Свойства отношений.

3. Отношения эквивалентности. Понятие классов и их свойства.

4. Отношения порядка.

1). Отношения

Определение:

Подмножество R 
[image: image95.wmf]Í

 Мn  называются –  n-местным отношением на множество М.

а). Если (а1,а2,…,аn)
[image: image96.wmf]Î

R, то они находятся в отношении R. 

Одноместное отношение – просто подмножество множества М. 

Такие отношения называются – признаками:  элемент а обладает признаками отношения R, если сам элемент а
[image: image97.wmf]Î

R, R
[image: image98.wmf]Í

М. 

Свойства одноместных отношений -  это свойства подмножеств множества  М; поэтому для случая n=1 сам термин “отношение” применяется редко. Хорошо изучены двухместные или бинарные отношения (а;b)
[image: image99.wmf]Î

R,   a R b .

б). Пусть дано отношение R на множестве М для любого подмножества М1
[image: image100.wmf]Í

М определяется свое отношение R’ которое называется – сужением отношения R на множестве М1, оно получается удалением всех пар содержащих элементы не принадлежащие множеству М1. Иначе говоря, R’ мы получаем  R’= R
[image: image101.wmf]Ç

M21. 

 Отношения R и R’ это разные отношения с разными областями определения.

 Для задания бинарных отношений можно использовать любые способы задания множеств, отношением для конечного множества обычно задаются списком или матрицей.

 в). Отношение называется обратным к отношению R (R-1), если аi R-1 aj ,тогда когда  аj R ai.

2). Свойства отношений.
     а). Рефлективность.

Отношение R называется рефлективным, если для любого  а
[image: image102.wmf]Î

М имеет место отношение аRa.  Главная диагональ матрицы этого отношения состоит из одних единиц.      

Отношение R называется антирефлективным, если ни для какого  а
[image: image103.wmf]Î

М не выполняется отношение аRa. 

 Главная диагональ матрицы этого отношения состоит из одних нулей

        б). Симметричность.

Отношение R называется симметричным, если для пары элементов (a,b)
[image: image104.wmf]Î

М2 из отношения

 aRb следует отношение aRb, то есть отношение выполняется в обе стороны.

Отношение R называется антисимметричным, если из аi R aj и аi R aj  
[image: image105.wmf]Þ

                                                              аi = aj .   

        в). Транзитивность.

Отношение R называется транзитивным, если для элементов а, b, c из отношения aRb  и bRc 
[image: image106.wmf]Þ

 aRc. 

Для любого отношения R можно определить транзитивное замыкание  ^R. Если элементы a^Rb находятся в транзитивном замыкании, то в множестве М существует цепочка из n элементов

 а=а1 ,а2 ,а3 ,…,аn=b, в котором между соединениями элементов выполнено отношение 

R: aRa2 , a2Ra3 , an-1Rb .

3). Отношения эквивалентности. Понятие классов и их свойства.

 Определение: Отношение называется отношением эквивалентным, если оно рефлексивно, симметрично и транзитивно.

Пусть на множестве М задано отношение эквивалентности R, выберем элемент а1 
[image: image107.wmf]Î

 М и образуем класс С1 состоящий из элементов а1 и всех элементов эквивалентных а1. Выберем элемент а2
[image: image108.wmf]Ï

С1 и образуем класс С2 состоящий из элементов а2 и всех эквивалентных ему элементов и так далее. Получается система классов С1 ,С2 ,… такая что любой элемент из множества М входит хотя бы в один класс и объединение этих классов 

 Эта система классов обладает следующими свойствами:

1). Образует разбиения, то есть классы попарно не пересекаются.

2). Любые два элемента из одного класса эквивалентны.

3). Любые два элемента из разных классов неэквивалентны.

Система классов называется системой классов эквивалентности по отношению R.

4). Отношения порядка.

 Определение: Отношение называется отношением нестрогого порядка, если оно рефлексивно, антисимметрично и транзитивно.

Определение: Отношение называется отношением строгого порядка если оно антирефлексивно, антисимметрично и транзитивно.

Оба типа отношений называются отношениями порядка. Элементы а и b сравнимы по отношению порядка R если выполняется aRb или bRa.

Определение: Множество M, на котором задано отношение порядка, называется полностью упорядоченным, если любые два элемента M сравнимы, если нет, то множество М будет частично упорядоченным.

Пример:
>< - строго упорядочено

     
[image: image109.wmf]Í

- нестрого включения 


[image: image110.wmf]Ì

 - строго включения
≤≥ - нестрого упорядочено.
[image: image111.wmf]                  

Логические функции. Функции алгебры логики.

Основные логические операции, формулы логики, таблицы истинности.

1). Введение в логику.

2). Определение алгебры логики, функции алгебры логики.

3). Несущественная переменная.

4). Примеры логических функций.

5). Суперпозиции и формулы.

6). Формулы логики, таблицы истинности.

1). Введение в логику.

В данном разделе логическая интерпретация двоичных переменных не является обязательной. Поэтому будем считать, что множество В состоящее из 0 и 1 рассматривая 0 и 1 как формальные символы, не имеющие арифметического смысла. В этой главе особую роль играют двоичные переменные принимающие значения из множества В, это числа но не в обычном смысле.
2). Определение алгебры логики, функции алгебры логики.

 Определение: Алгебра, образованная множеством В вместе со всеми возможными операциями на нем называется – алгеброй логикой.
Определение: Функцией алгебры логики от n-переменных называется – n-арная операция на множестве В.

Логическая функция f(x1,…,xn) – функция, принимающая значение 0 или 1. Множество всех логических функций обозначается – P2.

P – логическая функция. Р2(n) – множество всех логических функций n- переменных.

     Определение: Алгебра, образованная k-элементным множеством вместе со всеми операциями на нем называется – алгеброй k-значной логики, а n-арные операции на k-элементном множестве называются - k-значными логическими функциями n-переменных; множество всех k-значных логических функций обозначается – Pk. 

Всякая логическая функция n-переменных может быть задана таблицей. В левой части, которой перечислены все наборы 2n значений переменных, то есть двоичных векторов длинны n. А в правой части значение функции на этих наборах.

	X1
	X2
	X3
	f

	0  
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	0


     2n = 23 = 8

     Данная таблица задает функцию 3-переменных. Наборы, на которой функция f =1 называется – единичными наборами функции f. А множество единичных наборов называется – единичным множеством функции f. Наборы, на которых функция f =0 называется – нулевыми наборами функции f.  

3).  Несущественная переменная.

 Определение: Переменная хi функции f(x1,x1,…,xi-1,xi,xi+1,…,xn) называется – несущественной, если f(x1,x1,…,xi-1,xi,xi+1,…,xn)= f(x1,x1,…,xi-1, 1,xi+1,…,xn) при любых значениях остальных переменных, то есть изменение значения хi  в любом наборе значений хi…хn  не меняет значения функции. 

В случае функция f(x1,…,xn) по существу зависит от n-1 переменной, то есть представляет собой функцию g(x1,x2,…,xi-1, xi , xi+1,…,xn) от n-1 переменных, то есть функция g получена из функции f удалением фиктивной переменной, при чем эти функции по определению считаются равными. 

Например: f(х1,х2,х3)=g(х1,х2). При любых значениях х1 и х2 функции f и g равны независимо от х3.

Смысл удаления фиктивных переменных очевидно поскольку они не влияют на значение функции и являются линиями, однако, иногда бывает полезно вводить фиктивные переменные. Благодаря этому всякую функцию n-переменных можно сделать функцией любого большего числа переменных, поэтому любую конечную совокупность функций можно считать зависящей от одного и того же множества переменных, что часто бывает удобно.

4). Примеры логических функций.

 Логические функции одной переменной.

	X
	f0
	f1
	f2
	f3

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


  F0…F3  - функции-константы, их значения не зависят от значения переменной и следственно переменная для них несущественна.

F1(x)=a       F2(x)=ā  

    Логические функции 2-х переменных.

	X1           
	X2
	Ψ0
	Ψ1
	Ψ2
	Ψ3
	Ψ4
	Ψ5
	Ψ6
	Ψ7
	Ψ8
	Ψ9
	Ψ10
	Ψ11
	Ψ12
	Ψ13
	Ψ14
	Ψ15

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


        Ψ0(x1 ,x2) и Ψ15(x1 ,x2) – константы 0 и 1.

        Ψ13(x1 ,x2) – импликация.

        Ψ9(x1 ,x2)  - эквивалентность, равнозначность.

        Ψ7(x1 ,x2) – дизъюнктивность.

        Ψ8(x1 ,x2) – стрелка Пирса.

        Ψ6(x1 ,x2) – сложение по модулю 2.

        Ψ14(x1 ,x2) – штрих Шеффера.

Коньюкция – логическое умножение: Ψ1(x1 ,x2), х1 & х2, x1 ^ x2, x1 · x2

Дизъюнкция – логическое сложение:  x1  \/ x2,  x1+ x2, 

                                                                Ψ6(x1 ,x2) mod 2          x1 
[image: image112.wmf]Å

 x2

                  




Ψ9(x1 ,x2)        x1 
[image: image113.wmf]º

 x2 ,     






Ψ13(x1 ,x2)       x1  
[image: image114.wmf]®

 x2






Ψ8(x1 ,x2)         x1  
[image: image115.wmf]­

x2






Ψ8(x1 ,x2)         x1  | x2
Остальные функции специального обозначения, названия не имеют, но легко выражаются через вышеуказанные функции.

5). Суперпозиции и формулы.

Определение: Суперпозицией f1,…,fn функции f называется функция, полученная с помощью подстановки этих функций друг в друга и переименования переменных. 

Формулой называется – выражение, описывающее эту суперпозицию.

     Пусть дано множество конечное или бесконечное исходных функций сигма ∑={f1,…,fn} символы переменных х1,…,хn будем считать формулами глубины ноль х1,…,хn – глубина 0. Формула F имеет глубину k+1 если F имеет вид: F=f(x1,…,xn) так же формула может иметь вид f(x1,…,xn). f 
[image: image116.wmf]Î

∑, ni-число аргументов функции, f1,…,fni – формулы максимальной глубины k, f – называется внешней или главной операцией формулы F.

Пример:

f2(x1,x2,x3) – формула глубины 1.

f3(f1(x3, x1) f2(x1, f3(x1,x2))) - формула глубины 3. Она имеет две подформулы глубины 1 и одну подформулу глубины 2.

Обозначим: f1 - \/ - дизъюнкция.

                     f2 - & - коньюнкция

                     f3 - 
[image: image117.wmf]Å

 - по mod 2.

Эта формула будет иметь следующий вид: (x3\/ x1) 
[image: image118.wmf]Å

 (x1 &(x1
[image: image119.wmf]Å

x2)).

Все формулы построены описанным ранее образом, то есть содержащие только символы переменных, скобки и знаки функций из множества  ∑ называются  формулами над множествами ∑. Всякая формула, выражающая функцию f как суперпозицию других функций, задает способ ее вычисления. Этот способ определяется правилом: формулу можно вычислить, только если уже вычислены значения подформул.

X1=1

X2=1

X3=0

 (0\/1)
[image: image120.wmf]Å

(1&(1
[image: image121.wmf]Å

1))=1

Таким образом, формула каждому набору значений аргументов ставит в соответствие значение функций и, следовательно, может служить на ряду с табличным способом задания и вычисления функции, о формуле задающей функцию говорят, что она реализует или представляет эту функцию. В отличие от табличного задания представления данной функции формулой не единственно.

Пример:

Если в начале исходного множества функций зафиксировать множество, которое состоит из

 {Ψ1 Ψ7  (2 }то функцию штрих Шеффера х1  |х2  можно 

представить формулами 
[image: image122.wmf]2
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Формулы представляющие одну и ту же функцию называются – равносильными или эквивалентными.
6). Формулы логики, таблицы истинности
Логическое умножение:

	А
	В
	А&В

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


   Дает истинный результат, если оба высказывания – истина.

Логическое сложение:

	А
	В
	А(В

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1


Дает истинный результат, если хотя бы одно высказывание – истина.

Исключающая или:                       
       Импликация:                            Отрицание:




	А
	В
	А(В

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0

	А
	В
	А(В

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	1


	А
	Ā

	1
	0

	0
	1


Операция эквивалентности:

	А
	В
	А=В

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	0


Булева алгебра.

Основные вопросы:

1). Разложение функций по переменным. Совершенная дизъюнктивная нормальная форма (СДНФ).

2). Булева алгебра функций и эквивалентные преобразования в ней.

3). Свойства булевых операций.
4). Примеры.

5).  Булева алгебра и теория множеств.

                                                _

1). Разложение функций по переменным. Совершенная дизъюнктивная нормальная форма (СДНФ).
 Введем обозначения: х0=х ; х1=х ; Пусть (-параметр равный 0 или 1, тогда х(=1, если х=(; х(=0, если х((.

Теорема: Всякая логическая функция f(х1,…,хn) может быть представлена в следующем виде f(x1,…,xm, xm+1,…,xn)=   (   x1(1,…,xm(m  
















    (1,…,(m



f((1,…,(m,xm+1,…,xn)         (1)

m(n, а дизъюнкция берется по всем 2m наборам значений переменных х1,…,хm. n-число элементов в функции,  m-число раскладываемых переменных.

Пример: n=4, m=2     _ _                                                    _                              _

             f(x1,x2,x3,x4)= x1x2 f(0,0,x3,x4) ( x1x2 f(1,1,x3,x4) ( x1x2 f(0,1,x3,x4)( x1x2 f(1,0,x3,x4)

Теорема доказывает, что подстановкой в обе части равенства (1) произвольного набора 

((1,…,(m, (m+1,…, (n) всех n переменных получаем искомый результат, так как х(=1, тогда когда х=(, то среди 2m конъюнкции x1(1,…,xm(m правой части равенства (1) в единицу превращается только одна та часть, в которой (1=(1, (2=(2 и так далее (m=(m. Все остальные конъюнкции равны 0, потому получим  f((1,…,(n)= ((1,…, (m(m f((1,…, (m, (m+1,…, (n)= f((1,…,(n). Теорема доказана.

m=1                                              _

f(х1,х2,…,хn)= х1 f(1,x2,…,xn) (  x1 f(0, x2,…,xn)          (2)

Другой важный случай разложения по всем n переменным (m=n), при этом все переменные правой части равенства (1) получают фиксированные значения, и функции в конъюнкциях правой части становятся равными 0 или 1 следовательно f(х1,…,хn)=(             (3)

где дизъюнкция берется по всем  наборам (1,…,(n , на которых f=1, такое разложение называют: совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ) функции f. СДНФ содержит ровно столько конъюнкций, сколько единиц в таблице f; каждому единичному набору соответствует конъюнкция всех переменных в которой хi взята с отрицанием, если (i=0 и без отрицания, если (i=1. Таким образом существует взаимно однозначное соответствие между таблицей функции и ее СДНФ, следовательно СДНФ для всякой логической функции единственна.

	(
	(2
	(3
	f
	

	0
	0
	0
	1
	_  _  _

x1,x2,x3

	0
	0
	1
	1
	_  _

x1,x2,x3

	0
	1
	1
	1
	_

х1,x2,x3

	1
	0
	1
	1
	    _

x1,x2,x3

	1
	1
	0
	1
	        _

x1,x2,x3


     _  _  _     _  _         _                  _                 _  

     x1,x2.x3( x1,x2.x3( x1,x2.x3( x1,x2.x3( x1,x2.x3

Определение: Формулы, содержащие корме переменных только знаки функции дизъюнкции, конъюнкции, отрицания будем называть – булевыми формулами. 

Соотношение (3) приводит к важной теореме:

Теорема: Всякая логическая функция может быть представлена булевой формулой, то есть как суперпозиция конъюнкции, дизъюнкции, отрицания. 

                                        














                _

Для всякой функции кроме константы 0, таким представлением может служить ее СДНФ. 

Константу 0 можно представить булевой формулой х(х.

2). Булева алгебра функций и эквивалентные преобразования в ней.

 Пусть функция f1 задана формулой F1. Функция f2 задана формулой F2. Подстановка формул F1,…, F2 в дизъюнкцию x1(x2 дает формулу F1(F2. Если взять F1(, эквивалентную F1 и F2( эквивалентную F2, то получим F1((F2(= F1(F2.  Таким образом дизъюнкцию можно рассматривать как бинарную операцию на множестве логических функций, которая к каждой паре функций f1 и f2 независимо от вида формул, которыми они представлены однозначно ставит в соответствие функцию f1(f2.

Определение: Алгебра типа (Р2,(,(,-) основанным множеством которой являются все множества логических функций, а операции конъюнкции, дизъюнкции, отрицания называются – булевой алгеброй логических функций.

3). Свойства булевых операций.

1) Ассоциативность

а) х1(х2х3)=(х1х2)х3
b) (х1(х2)х3=х1((х2(х3)

2) Коммутативность
х1х2=х2х1

х1(х2=х2(х1

3) Дистрибутивность конъюнкции относительно дизъюнкции

          х1(х2 (х3)=(х1х2)((х1х3)

4) Дистрибутивность дизъюнкции относительно конъюнкции

          х1 ((х2 х3)=(х1(х2)(х1(х3)

5) Идемпотентность

а) хх = х

b) х(х = х

6) Двойное отрицание
                 
[image: image123.wmf]x

= х

7) Свойство констант
а) x(1=x
b) x(0=0

c) x(1=1

d) x(0=x
      _ 

e)   0=1

      _

g)   1=0

8) Правило Де(Моргана

    ___     _    _  

а) х1х2 = х1(х2

    ____     _  _

b) х1(х2 = х1 х2

9) Закон противоречия
     _

  х х =0

10) Закон исключенного третьего

            _ 

х( х = 1

Данные соответствия можно проверить вычислением обеих частей равенств на всех наборах значений переменных. Результат вычислений не зависит от того как получены значения переменных входящих в эти равенства. То есть от того являются ли эти переменные независимыми или получены в результате каких-то вычислений, поэтому равенства остаются справедливыми при подстановке вместо переменных любых логических функций и следовательно любых формул представляющих эти функции. Важно соблюдать правила  подстановки формулы вместо переменной.

Правило подстановки: При подстановке формулы F вместо переменной x все вхождения переменной x в исходное соотношение должны быть одновременно заменены формулой F.

Правило подстановки позволяет получать из соотношений 1-10 новые эквивалентные соотношения.

Правило замены: Зачем нужны эквивалентные соотношения? Во всякой алгебре равенство формул F1=F2  означает что формулы описывают один и тот же элемент алгебры. В данном случае одну и ту же функцию f1 следовательно, если какая-нибудь формула F содержит под формулу F1, то замена подформулы F1 на F2 не изменяет элемента булевой алгебры функции f над которой производятся операции в формуле F, поэтому формула  F(, полученная заменой из формулы F эквивалентна формуле F. Это утверждение представляет собой правило замены подформул. Оно позволяет, используя эквивалентные соотношения получать формулы эквивалентные данным.

Разница между правилами подстановки и замены.

При подстановке переменная заменяется на формулу, формула может быть любой, но требуется ее одновременная подстановка вместо всех вхождений переменных при замене подформуч может быть заменена любая подформула, однако не на любую другую, а только на эквивалентную ей, при этом замена всех вхождений исходной подформулы необязательны.

4). Примеры решения задач:
Возьмем правило де(Моргана и вместо x1 подставим 
[image: image124.wmf]1
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т.е. две формулы неэквивалентные исходным, эквивалентны между собой.

Если же в правой части нового соотношения 
[image: image131.wmf]3
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 заменить формулой 
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, эквивалентной ей в силу (8), а в полученной подформуле 
[image: image133.wmf]1
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заменить на эквивалентную ей в силу (6) формулу х1, то все формулы в построенной цепи преобразований 
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эквивалентны.

Определение: Преобразования, использующие эквивалентные соотношения и правила замены называются – эквивалентными преобразованиями. 

Эквивалентные преобразования являются основным средством доказательства эквивалентности формул.

1). Упрощение формул.
Получение эквивалентных формул содержащих меньшее число символов.

а) Поглощение.

x ( xy = x               (11a)

x(x(y)=x                 (11b)

Докажем (11а)  последовательно используя свойства: (7а), (3), (7в), (7а).

x( xy=x&1( xy=x(1( y)=x&1=x

Докажем (11b)  с помощью свойств: (3), (5), (11а).

x(x(y)=xx ( xy= x ( xy

б) Склеивание.

            _

x y ( x y = x                  (12)

Доказательство:

          _

x (y ( y ) = x&1 = x
в) Обобщенное склеивание.

            _                          _

x z ( y z ( x y = x z ( y z       (13)

              _ 

г)  x + x y = x(y              (14)

д) Обобщением равенства 11а и 14 является равенство:

x1 ( f(x1 x2 … xn)= x1 ( f(0, x2,…,xn)      (15)

При доказательстве используется разложение по х1, (11а),(14):
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2). Приведение к дизъюнктивной нормальной форме (ДНФ).

Определение: Элементарными конъюнкциями называются конъюнкции переменных или их отрицаний, в которых каждая переменная встречается не более одного раза:            

                                                                                    _

                                                                           x1 & x2 & x3
Определение: Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется формула, имеющая вид дизъюнкции элементарных конъюнкций.

        _               _

x1 & x2 & x3 (  x1 & x2 & x3

Приведение к ДНФ делается следующим образом: в начале с помощью  6-го свойства и правила де(Моргана все отрицания спускаются до переменных, затем раскрываются скобки, с помощью свойств 5, 9, 10 удаляются лишние конъюнкции и повторения, переменных в конъюнкциях, с помощью свойств 7 удаляются константы.

     Пример:
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Всякую ДНФ можно привести к СДНФ расщеплением конъюнкций, которые не все переменные.

         _    _                       _    _    _ 

x y ( x y z = x y z ( x y z ( x y z

Если из формулы F1 ,с помощью некоторых эквивалентных соотношений, можно получить формулу F2, то F1 можно получить из F2 , используя те же эквивалентные преобразования.

Всякое эквивалентное преобразование обратимо.


3). Приведение к конъюнктивной нормальной форме.

Аналогично ДНФ определяется КНФ как конъюнкция элементарных дизъюнкций.

                              _             _          _

( x1 ( x2 ( x3 ) & (x1 ( x2 ( x3 ) & (x1( x3 ) 

От ДНФ к КНФ можно перейти следующим образом: пусть ДНФ имеет формулу F=k1 ( … ( km, где k1  …  km – элементарные конъюнкции. 

Формулу  
[image: image139.wmf]m
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 приведем к ДНФ, получается k1( ( … ( k(m. 

Тогда 
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По правилу де(Моргана отрицание элементарных конъюнкций преобразуется в элементарные дизъюнкции, что дает КНФ.

     Пример:
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Аналогом СДНФ является СКНФ, каждая элементарная дизъюнкция, которой, содержит все переменные. Единственная функция не имеющая СКНФ это const 1.

Двойственность.

Определение: Функция f1(x1,…,xn) называется двойственной к функции f2(x1,…,xm),

                           если 
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Беря, отношение над обеими частями равенства и подставляя 
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вместо x1,…,xn ,получим
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, то есть f2 двойственна к f1. Таким образом, отношение двойственности между функциями симметрична. В частности, может оказаться, что функция двойственна самой себе, в этом случае она называется самодвойственная.

Принцип двойственности.

Если в формуле F все знаки функции заменить соответственно на знаки двойственных функций, то получается формула F( будет представлять функцию f( двойственную функции f. В булевой алгебре принцип двойственности имеет более конкретный вид:

          Если в формуле F представляющей функцию f все конъюнкции заменить на дизъюнкции, дизъюнкции на конъюнкции, 1 на 0, 0 на 1, то получим формулу F( представляющей функцию f( двойственную функции f. Если функции равны, то двойственные функции так же равны. Это позволяет с помощью принципа двойственности получать новые эквивалентные соотношения переходя от равенства F1 = F2 с помощью указанных замен к равенству F(1 = F(2.

5).  Булева алгебра и теория множеств.

 Определение: 

     Всякая алгебра типа(2,2,1) называется булевой, если ее операции удовлетворяют свойствам 1-10.

В алгебре множеств элементарными являются подмножества фиксированного (универсального) множества U. 
[image: image145.wmf]b

(U) – булеан.

Операции конъюнкции соответствует  пересечение, дизъюнкции – объединение, отрицанию – дополнение. Единицей считается само множество U, 0 – {} – пустое множество. 

Справедливость соотношений 1-10 для алгебры множеств можно показать непосредственной их проверкой. Для этого нужно рассмотреть переменные в них как множества, а конъюнкции, дизъюнкции заменить на пересечения, объединения и показать, что если 

какой-либо элемент принадлежит множеству из левой части равенства, то он принадлежит правой части и наоборот. Рассматривая взаимнооднозначное соответствие ( между множествами ((U) и U={а1,а2,…,аn} множеством (n двоичных векторов длинны n каждому подмножеству М(U соответствует двоичный вектор Г(М)=(=((1,(2,…,(n), если аi(М, то (i=1, а если нет – 0.

 Булева алгебра (Вn,&,(,-) на множестве Вn  определяется следующим образом: для любых векторов (=((1,(2,…,(n) и (=((1,(2,…,(n) булевы операции определяются следующим образом: 

           







           _    _  _        _ 


(((=((1 ( (1 ,(2 ( (2,…, (n ( (n), (&(=((1 & (1 ,(2 & (2,…, (n & (n), (=((1,(2,…,(n)

Примеры:

( = 001110

( = 101011

(((=(101111),    (&(=(001010),

_

( = (110001).

Поскольку компоненты (разряды) (i и ( i векторов ( и ( принимают значение 0 и 1, то указанные операции над компонентами это просто логические операции над двоичными переменными.

Определение: Операции над векторами называются покомпонентными (поразрядными) логическими операциями над двоичными векторами. 

Такие операции наряду с логическими операциями над переменными входят в систему команд любой современной ЭВМ.

Теорема: Если мощность множества |U|=n, то булева алгебра (((U);
[image: image146.wmf]Ç
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,-) будет изоморфна булевой             алгебре (Bn;&;(;-) .

 Покажем, что однозначное соответствие Г- изоморфизм, и в данном случае он сводится к 3-м равенствам:

Если Г(М1)=(; Г(М2)=(, то Г(М1U М2) = ( ( (
Г(М1(М2) = ( ( (
     _      _
 Г(М1)=(1

   Справедливость этих равенств вытекает из формул, рассмотренных ранее. Если аi(М1(М2, то i-й разряд Г(М1(М2)=1, то означает аi(М1, или аi(М2. Если аi(М1(М2, то аi(М1, аi(М2.

Эта теорема позволяет заменить теоретико-множественные операции над системой подмножеств поразрядными логическими операциями над двоичными векторами. Такая замена используется при программировании поскольку представления двоичных векторов и поразрядные операции над ними в ЭВМ реализуются очень просто.

Рассмотрим множества Р2(m) всех логических функций m-переменных х1… хm.

 Оно замкнуто относительно операций &,( следовательно, образует конечную булеву алгебру (Р2(m);(,(,-) является  подалгеброй булевой алгебры логических функций.

    Теорема: Если (U(=2m, то булева алгебра множеств (((U);(,(,() будет изоморфна булевой алгебре функций (Р2 (m);(,(,-).

                                                                        m
Эти 2 алгебры равномощны и содержат 22      элементов.

Теорему достаточно доказать для какого-либо конкретного универсального множества U, удовлетворяющего условию, что (U(=2m. 

В качестве такого множества возьмем множество Вm и докажем изоморфизм алгебры (((Вm);(,(,() ((Р2(m);(,(,-). Обозначим Мf множество единичных наборов функций f, тогда набор элементов ( из множества Вm( Мf тогда и только тогда f(()=1, соответствие Г(f)= Мf между функциями и их единичными множествами являются взаимнооднозначными соответствием между множествами Р2(m) и ((Вm), поскольку различным функциям соответствуют различные множества и наоборот.

Определение: Функцию f единичным множеством, которой служит множество М называют –  характеристической функцией множества М. 

Покажем, что однозначное соответствие Г является изоморфизмом Г(f(g)=MfUMg ((f&g)= Mf (Mg Г(f)= Mf    

Рассмотрим для любых f и g  m-переменных.

 докажем Г(f(g)=MfUMg :

Пусть ((Г (f(g), тогда ((f)( ((g)=1

f(()=1, это значит, что (( Mf или (( Mg, откуда следует что ((( Mf (Mg).

    Эта теорема показывает тесную связь между множествами и логическими функциями и позволяет переходить от операций над множествами к операциям над функциями в частности они дают возможность производить операции над функциями заданными таблицами или единичными множествами. Эти теоремы сводятся по разрядным логическим операциям.

Пример:
	x1 x2 x3
	f   g
	
f \/ g     f & g    f

	0   0  0

0   0  1

0   1  0

0   1  1

1   0  0

1   0  1

1   1  0

1   1  1
	0   0

1   1

0   1

0   0

1   0

1   1

0   0

0   1 
	   0          0        1

   1          1        0

   1          0        1

   0          0        1   

   1          0        0

   1          1        0 

   0          0        1

   1          0        1


Контактные схемы. Понятия минимизации булевых функций.

                       Основные вопросы:

1. Контактные схемы. Понятия минимизации булевых функций.
2. Булева алгебра подмножеств, логических переменных и логических функций.

3. Минимизация булевых функций с помощью карт Карно.

1). Контактные схемы. Понятия минимизации булевых функций.

Булевы функции могут быть представлены  и реализованы с помощью контактных схем, в которых роль переменных могут играть контакты. Если х=1 контакт замыкается и по данной цепи может проходить электрический ток. Контакты, обозначаются однозначными буквами, замыкаются и 

  








    _ 

размыкаются одновременно, при этом, если контакт х замыкается, то х  - размыкается. Контакт конъюнкции 2-х переменных x,y реализуется с помощью последовательного соединения. Дизъюнкция x(y реализуется с помощью параллельного соединения. Любую булеву  функцию можно представить в ДНФ или в КНФ, а значит реализовать некоторые контактные схемы.





    _

f(x1 x2 x3 x4)=(x2(x3(x4)x1(x3(x2(x1)

                                          x2 

                       x1                x3

                                          x4

                                          x2 

                       x3      

                                          x1 

    По любой схеме можно записать реализуемую этой схемой булеву функцию, так как функцию можно представлять различными, но равносильными формулами, но для реализации этой функции можно использовать различные схемы.

       



     _  


                      _

 f(x1 x2 x3 x4)=(x2(x3(x4)x1(x3(x2(x1)= x2 x1( x3 x1( x4 x1( x3 x2( x3 x1 = x2 x1( x4 x2( x3 x2( x3 = x2 x1( x4 x1( x3 = x1( x2( x4)( x3 

   



x2




                              x1





x4




                              x3 

    Функцию f(x1 x2 x3 x4) реализовали схемой, которая проще предыдущей, здесь столкнулись с проблемой построения наиболее простых схем, которые приводят к необходимости минимизировать функцию.
[image: image147.wmf]
    Под минимизацией функции будем понимать нахождение представляющей ее формулы содержащей минимальное количество вхождений переменных. В настоящее время имеется несколько способов минимизации, большинство из них основано на изоморфизме булевых алгоритмов функций и булевых алгоритмов подмножеств некоторого множества.

2).Интервалы покрытия.

	X1
	X2
	X3
	f
	g
	f(g
	f&g
	_

f

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0


       
f(Mf = {(0,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}

g(Mg = {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}

f(g = Mf ( Mg ( Mf ( g = {(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}

f&g = Mf ( Mg ( Mf & g = {(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}

_       _ 

f ( Mf ( Mf = {(0,0,0), (0,0,1),(1,0,0),(1,1,0)}

3).  Минимизация булевых функций с помощью карт Карно.
 Элементы произвольного множества можно обозначить точками на плоскости. В место точек в диаграммах Эйлера Вена (пересечение, дополнение) можно рассматривать квадрат. Каждый квадрат соответствует некоторому вектору из множества Вn или некоторому набору значений переменных.

Определение: Картой Карно называется диаграмма  Эйлера Вена, состоящая из правильно расположенных  2n квадратов, каждый из которых соответствует одному из наборов значений независимых переменных, причем соседним квадратам соответствуют наборы, отличающиеся значениями только одной переменной.

    Квадраты, расположенные в одном ряду на противоположных краях таблицы так же считаются соседними.
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    Рассмотрим произвольную булеву функцию f, которая соответствует множеству Мf изображаемая картами Карно. Единицу (1) запишем в тех квадратах, которые будут заключены:
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СДНФ       f :
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СДНФ       g :
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    По картам, как и по таблицам истинности можно построить СДНФ.

    Каждый отдельный квадрат с единицей определяет конъюнкцию, содержащую все переменные или их отрицание. Если единицы стоят в соседних квадратах, то эти конъюнкции отличаются лишь одной переменной которую можно убрать за счет склеивания.

Пример:

Построить карту Карно для f =(11000101) g=(11001000)

	x
	y
	z
	f
	g

	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	0
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 f  :
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       f : (x1 x2 x3)= 
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       g : (x1 x2 x3)= 
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Определение: Блоком порядка S называется прямоугольник, состоящий их 2S соседних квадрата (с учетом соседства противоположных краев карты).
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       f  (x, y, z)=
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                   f  (x, y, z)=
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                     f  (x, y, z)=
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Геометрический метод изображения СДНФ.
	X1
	X2
	X3
	f

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	1


Для функции из 3-х элементов необходимо построить трехмерный двоичный куб. И те вершины, где функция равна 1 мы обозначим  *.
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Вершины 100 и 101 склеиваются по х3, а вершины 101 и 111 склеиваются по х2, вершина 010 остается изолированной ее  не изменяется. В результате получается min дизъюнктивная нормальная форма (МДНФ).

                  _                     _       _  

fminДНФ= x1 x2 (  x1 x3 ( x1 x2 x3
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