Занятие № 2 Определитель. Метод Крамера.

При решении задач по высшей математике достаточно часто возникает необходимость вычислить определитель квадратной матрицы.
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Определитель (число) можно найти только для квадратной матрицы, т.е. для той, у которой количество строк равняется количеству столбцов.

Определитель матрицы обозначается:




Определитель квадратной матрицы можно искать двумя способами:

1. Правило треугольников (правило Саррюса)

для матрицы 2х2:
Пьер Фредерик Саррюс (фр. Pierre-Frédéric Sarrus; 10 марта 1798(17980310), Сент-Африк, департамент Аверон — 20 ноября 1861) — французский математик.

Вырос без отца, посредственно учился в школе, испытывая особенные трудности с дисциплиной. Интересовался математикой и медициной, однако для получения медицинского образования требовалось заверенное мэром города «свидетельство о надлежащем поведении». Как сторонник протестантизма и бонапартизма Саррюс его не получил и поступил на факультет естественных наук, окончив его со специализацией в математике в 1821 году. С 1826 г. он преподавал в Страсбургском университете, с 1829 г. был профессором, в 1839—1852 гг. деканом. В 1858 г. по болезни вышел в отставку.

Саррюс опубликовал ряд работ в «Журнале чистой и прикладной математики» Жозефа Лиувилля.




для матрицы 3х3:




Рассмотрим на примере правило Саррюса:

для матрицы 2х2:




для матрицы 3х3:




Решение задач:
Вычислить определители:  
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Самостоятельно: 
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2. Теорема Лапласа или одно из свойств определителя "Разложение определителя по элементам некоторого ряда".

Определитель матрицы равен сумме произведений элементов некоторого ряда (любой строки или столбца) на соответствующие им алгебраические дополнения.

Алгебраическое дополнение матрицы есть у каждого элемента этой матрицы, для его определения надо (-1) возвести в степень суммы номеров строки и столбца и умножить все это минор этой матрицы, т.е. на определитель матрицы, получающейся из исходной матрицы  путем вычёркивания i -й строки и j -го столбца.

Рассмотрим на примере нахождение алгебраического дополнения элементов матрицы:

Пусть дана матрица А:




Найдем алгебраические дополнения для двух элементов:

1. для элемента, который  стоит в первой строке, первом столбце




2. для элемента, который стоит в третьей строке, втором столбце




А теперь используя алгебраическое дополнение матрицы найдем определитель матрицы А , используя теорема Лапласа:

Пусть дана матрица А:




Разложим по первой строке:




Обратите внимание еще раз, как раскладывалась матрица, как находилось алгебраическое дополнение матрицы:




В последнем примере определитель матрицы равен нулю. В таких случаях матрицу называют вырожденная матрица. Во всех выше представленных примерах, определитель отличен от нуля, значит матрица невырожденная.

 Свойства определителей

Свойство 1. Определитель не изменится, если все строки заменить соответствующими столбцами и наоборот.
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Свойство 2. При перестановке двух каких-либо строк или столбцов местами определитель изменяет знак.
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Свойство 3. Определитель равен нулю, если он имеет две равные строки (столбца).

Свойство 4. Множитель, общий для всех элементов строки или столбца, можно выносить за знак определителя.
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Свойство 5. Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, то определитель не изменится.

Следствие из свойств 32.4 и 32.5: Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, умноженные на некоторое число, то определитель не изменится.

Свойство 6. Сумма произведений элементов какой-либо строки или столбца на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой строки или столбца равна нулю.

Пример  

Вычислить определитель, используя свойства:
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Решение:

1. Третью строку умножим на подходящие множители и прибавим к остальным:
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получим:
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